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Строгие и аппроксимирующие выражения для индуктивностей
соленоидов круговой и квадратной формы

ЦИЦИКЯН Г.Н., АНТИПОВМ.Ю.

В работах [1, 2] приведены некоторые рекомен�
дации по определению коэффициентов самоиндук�
ции тонкослойных катушек (соленоидов) с круго�
вой и квадратной формой основания. В [2] были
даны выражения для оценки сжимающих сил на
соленоид круговой формы при протекании тока.
Однако обсуждение вышеупомянутых вопросов
строилось в основном на основе аппроксимирую�
щих выражений с той или иной степенью точно�
сти. Строгим оценкам не было уделено достаточно�
го внимания. Вместе с тем строгие оценки даются
в нескольких видоизменениях для соленоидов как
круговой, так и квадратной формы. Анализу этих
видоизменений авторами настоящей статьи будет
уделено большое внимание. Последующее изложе�
ние отведено расчёту сжимающих сил на основа�
нии как строгих, так и аппроксимирующих выра�
жений.

Строгое выражение для индуктивностей соле�
ноидов круговой формы можно записать в виде [3]
(рис. 1):
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K k( ), E k( ) — полные эллиптические интегралы пер�
вого и второго рода, которые можно выразить че�
рез сферические функции Лежандра [4] с помощью
связей:
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Тогда
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E k gQ g Q g( ) ( ) ( )/ /= -- , и подстанов�

кой записанных выражений в (1) с учётом (2)
найдём:
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Представлено систематизированное изложение замкнутых выражений для индуктивностей
соленоидов круговой и квадратной формы. Приведены видоизменённые выражения через сфериче�
ские функции Лежандра с полуцелым индексом. Cтрогие оценки сжимающих сил для соленоидов
круговой и квадратной формой получены как через производные по обобщённым координатам, так
и через аппроксимирующие известные выражения. Проведены сопоставления новых выражений с
известными ранее. В приложении дан вывод выражения для коэффициента самоиндукции корот�
кого соленоида круговой формы на основе сферических функций Лежандра с полуцелыми индекса�
ми. Проведено его сравнение с известными формулами Уилера и Лундина.

К л ю ч е в ы е с л о в а: индуктивность соленоидов, видоизмененные выражения, функции
Лагранжа, сжимающие силы, коэффициент самоиндукции, сравнение с известными формулами

Рис. 1. Соленоид с круглым основанием Рис. 2. Соленоид с квадратным основанием



Используя соотношения

2 12 1 2
1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )/
/ / /g Q g gQ g Q g- ¢ = - -

и выражая Q g-1 2/ ( ) через ¢Q g1 2/ ( ) и Q g1 2/ ( ), получа�
ем:
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Таким образом, имеем два точных выражения

для индуктивности соленоида с круговым основа�
нием (1) и (4), внешне весьма различных. Первое
из них может быть представлено в следующем ви�
доизменении, записанном в справочной книге [5]:
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Отметим, что аппроксимирующее выражение
для индуктивности короткого соленоида круговой
формы было дано в [6]. В приложении дан краткий
вывод альтернативного выражения с сопоставлени�
ем некоторых численных значений. Рассмотрим
строгие выражения, описывающие коэффициенты
самоиндукции соленоидов с квадратным основани�
ем (рис. 2).

Приведём две модификации выражения для
коэффициента самоиндукции соленоида с квад�
ратным основанием, первое из которых в приня�
тых здесь обозначениях может быть записано в
виде [5]:

L w c
c

l

c

l

c

l

c

l
= -

ì
í
î

-
æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

+ +
æ
è2

1

1 2

0
2

2

p
m arsh ln

ç ö
ø
÷

+
æ
è
ç ö

ø
÷

-

2

2
1

c

l

-
æ
è
ç ö

ø
÷ -

+ +
é

ë
ê

ù

û
ú+ - -

æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è
ç
ç

c

l

l

c

c

l

2 21 2

3
1 2

3

1

3
2ln( )

ö

ø
÷
÷́

´
+
æ
è
ç ö

ø
÷

+ -
æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷

+
æ
è
ç ö

ø
÷1

1

3
1

1 2
2

2

2c

l

c

l

c

l

c

l

c

l

+

+
æ
è
ç ö

ø
÷

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ï

=2
1

1 2
2

c

l
c

l

arctg

= + +
æ
è
ç ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
- -

æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è

ç
ç

ö

ø

2
1 10

2
2 2

p
m w c

c

l

c

l

c

l
ln ÷

÷´
ì
í
ï

îï

´
+ +

æ
è
ç ö

ø
÷

+
æ
è
ç ö

ø
÷

-
æ
è
ç ö

ø
÷ -

+ +ln ln(

c

l

c

l

c

l

c

l

1 2

1

1 2

3
1 2

2

2

2

)
é

ë
ê

ù

û
ú+ ´

1

3

l

c

´ - -
æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ +

æ
è
ç ö

ø
÷ + -

æ
è
ç ö

ø
÷

æ

è

ç
ç

ö
1 2 1 1

2 2 2c

l

c

l

c

l ø

÷
÷ +

æ
è
ç ö

ø
÷

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
+1 2

2c

l

+

+
æ
è
ç ö

ø
÷

ü

ý

ï
ï

þ

ï
ï

2
1

1
2

c

l
c

l

arctg . (7)

Второе выражение для коэффициента самоин�
дукции соленоида с квадратным основанием при�
ведено в [6] и с учётом используемых обозначений
представлено в виде:
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Так как
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то в процессе образований можно убедиться, что
формула (8) является видоизменением формулы
(7). В пользу равенства для arctg говорит, напри�
мер, операция взятия тангенса от обеих частей ра�
венства с использованием формулы для тангенса
двойного угла [7]:
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Для последующей идентификации можно чис�
лители и знаменатели записанных дробей в (8) ум�
ножить соответственно на
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с дальнейшим приведением к окончательному
виду, по которому и устанавливается идентичность
формул (8) и (7).

Сравним теперь коэффициенты самоиндукции
соленоидов с круговым и квадратным основанием
при равновеликости периметров, т.е. когда pd c=4 ,
и при условии одинаковой длины соленоидов l и
равного числа витков w, используя (5) и (7).
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В результате для индуктивности (5) имеем:
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Множитель перед фигурной скобкой в (7) запи�

шем как
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l c= , в соответствии с (7) 3
1

3
15708 2arctg = =, /p .

Замечая далее, что k c l
2

2

16

16
0 618= =

+
=

p
, , полу�

чаем для K и E следующие значения [4, 5]: K »1967,
и E=1285, , тогда по формуле (9)

p
p4

1 1967
4

1 12
2 1 2 2æ

è
ç ö

ø
÷ +

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

+
æ
è
ç ö

ø
÷ -

æ

è
ç
ç

ö

ø
÷
÷

/

, , 85
4

1895
2é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú
-
æ
è
ç ö

ø
÷ =

p
, .

Из сопоставления 1895
2

, >
æ
è
ç ö

ø
÷p
вытекает, что для

соленоидов одинаковой длины и при равенстве пе�
риметров оснований круговой и квадратной формы
значение индуктивности больше у соленоида с кру�
говым основанием. Этому заключению соответст�
вует и то обстоятельство, что для соленоида весьма
малой длины, практически близкого к плоской фи�
гуре, его индуктивность увеличивается при одина�
ковом периметре фигуры с увеличением числа её
сторон [8]. Вместе с тем данное в (8) выражение
для индуктивности соленоида с прямоугольным ос�
нованием, в том числе и в частном случае квадрат�
ного основания, не сводится к формулам (7) и (8).
На этот счёт соответствующие замечания имеются
в [6].

Переходя к определению сжимающих сил на

соленоиды с помощью выражения f i
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где i — ток соленоида, воспользуемся выводом из в
[9] для соленоидов с круговой формой основания.
Строгий результат получен в [9]:
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значения a 2 — по формулам (6).
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Выражение в фигурной скобке в (10) с учётом

множителя
1

6
может быть видоизменено и записано

в виде:
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Используя связи сферических функций Лежанд 
ра с полуцелым индексом с полными эллиптиче 
скими интегралами в виде [4, 10]:
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Подставив (14) и (15) для E и K, окончательно
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Таким образом имеем два выражения (11) и
(17), внешне существенно различных, но опреде 
ляющих одну и ту же сжимающую силу на солено 
ид при протекании тока i с учётом множителя
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, . Расчёт по (11) со значениями K( , )0 5 и

E( , )0 5 , равными соответственно 1,8541 и 13506, [5],
приводит к результату:

1

6

1

0 5
15 13506 0 5 18541 2 0 5 01847

3 2
3 2

,
{ , , , , ( , ) } ,

/
/× - × - = .

С другой стороны, подстановка значения g=3 в
(17) даёт:

1

6
6 01129 2 10 01719 2 018471 2[ , ( , ) ] ,/× - × × - - = ,

т.е. имеем полное совпадение до четвёртой знача 
щей цифры после запятой.

Приближённая формула записана в [2] в виде
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0 44i w ( , ) , (18)

и при a= =
l

d
1 получаем в квадратных скобках зна 

чение 0,1894.
Перейдём к определению сжимающих сил на

соленоид с квадратным основанием, используя ап 
проксимирующее выражение для индуктивности,
приведенное в [6] и повторенное в [1]:
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тогда
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При l c= фигурные скобки равны
01945 0 0274 0 2219, , , .+ =

Предположим теперь, что при l c= периметры

оснований кругового соленоида и квадратного сов 

падают, т.е. в (18), где a=1/ d, для диаметра d име 

ем 4c/p, тогда для кругового соленоида
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ø
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-m p p
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8 8
0 44 0 2615, , ,

т.е. оценка оказывается большей в сравнении с
0,2219.

Наконец, дадим строгое выражение для сжи�
мающих сил на соленоид с квадратным основани�
ем без промежуточных выкладок. Выражение для
fсж на основе строгой формулы (7) может быть за�
писано в виде:
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Приведём численный результат по (21) без

учёта размерного множителя-m0
2 2w i при l c= . Он

равен 0,2221 и практически не отличается от значе�
ния 0,2219, определенного по (20). Для другого
примера, где принято c l= 2 , получаем по (20) зна�
чение 0,3495, а по (21) — 0 3497, , при l ®¥ выраже�
ние (21) обращается в нуль, что объясняется стрем�
лением к нулю радиальной составляющей магнит�
ного поля соленоида. При c= 3 имеем соответст�
венно 0,4492 и 0,4493; при c l= / 2 по (21) получа�

ем 0,1359 против значения 0,1358, полученного по
(20), а при c l= / 3 имеем одинаковый результат

0,1001.

Приложение. Внесём множитель
2

1g-
æ

è
çç

ö

ø
÷÷ в выра�

жение в квадратных скобках формулы (4). Полагая
g g= +1 D , запишем выражения для Q g1 2 1/ ( )+D и
¢ +Q g1 2 1/ ( )D при Dg £0 5, с учетом формул [10]:
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Подставляя (П�1) и (П�2) в (4), получим:
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Подставляя в (П�3) с учетом (2)
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Для сравнения запишем известную формулу
Уилера [6] для индуктивности короткого соленоида
круговой формы с учётом замечаний в [2]:
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Кроме того, запишем аппроксимирующую фор�

мулу Лундина [11] для короткого соленоида круго�
вой формы:
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где

f x
x x

1

21 0 3839 0 01711

0 25895
( )

, ,

,
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+ +
; (П�7)
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f x x x x2
2 30 09384 9 00203 0 0008( ) , , ,= + - ; x

l

d
=
æ
è
ç ö

ø
÷
2

.

(П�8)
Сравним численные значения по (П�4), (П�5) и

(П�6) и сведём их в таблицу для трёх значений
g=15, ; 1,3; 1,1 и соответственно для l d/ , ;=0 5 0,38;
0,2236.

Значение g
Значение L по формуле

(П�4) (П�5) (П�6)

1,5 2,4742 2,3692 2,4766

1,3 2,8052 2,7523 2,8117

1,1 3,5872 3,5763 3,6032

Значение по (П�4) располагается между значе�
ниями, полученными по формулам (П�5) и (П�6),
и его можно рекомендовать для практического ис�
пользования.

Заключение. Приведена строгая формула для
индуктивности соленоида с круговым основанием
в двух видоизменениях, одно из которых выражено
только через сферические функции Лежандра вто�
рого рода. Получены выражения для индуктивно�
сти соленоида с квадратным основанием, установ�
лена идентичность формул из [5, 6]. Выражения
для сжимающих сил на соленоид с круговым осно�
ванием представлены в двух видоизменениях. Для
соленоида с квадратным основанием использованы
как строгое, так и аппроксимирующее выражения
индуктивности.
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Closed expressions for the inductances of circular and square solenoids are presented in a systematic
manner. Transformed expressions written in terms of spherical Legendre functions with a semi	integer
index are given. Both rigorous estimates of compression forces for circular and square solenoids written
through derivatives with respect to generalized coordinates and using well	known approximating expressions
are obtained. The new expressions are compared with the previously known ones. An appendix to the
article contains derivation of the expression for the self	induction coefficient of a short circular solenoid
based on the spherical Legendre functions with semi	integer indexes. The derived expression is compared
with the well	known Wheeler’s and Lundin’s formulas.
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