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Применение сингулярных финитных функций для аппроксимации
поверхностной плотности заряда в методе граничных

интегральных уравнений

КАЛИМОВ А.Г., ВАЖНОВ С.А.

Для расчета напряженности электрического
поля, создаваемого системой заряженных электро�
дов, широко применяются методы граничных ин�
тегральных уравнений (МГЭ) [1–4]. Подобные
формулировки имеют целый ряд достоинств. Од�
ним из них является относительная простота дис�
кретизации расчетной области, поскольку создаю�
щие электрическое поле заряды распределены по
поверхности электродов. Еще одна важная особен�
ность получаемых решений в том, что они в точно�
сти удовлетворяют уравнениям Максвелла. Указан�
ное обстоятельство особенно важно в задачах опти�
ки заряженных частиц при разработке масс�спек�
трометров с высоким разрешением [5–9]. В то же
время практическое применение методов инте�
гральных уравнений сопряжено с необходимостью
решения проблемы сингулярности ядра интеграль�
ного уравнения, в особенности вблизи от углов
проводящих электродов. Использование прибли�
женных численных методов расчета сингулярных
интегралов в рассматриваемой постановке сущест�
венно снижает точность расчета характеристик
электрического поля.

Основная цель настоящей работы – исследова�
ние новой технологии аппроксимации распределе�
ния источников электрического поля, основанной
на использовании сингулярных конечных элемен�
тов.
Оценка точности МГЭ для расчета поля заряжен(

ного электрода. Для расчета характеристик электри�
ческого поля, создаваемого системой заряженных
электродов, в общем случае используется решение

интегрального уравнения Фредгольма первого
рода:
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Неизвестной функцией здесь является распре�
деление плотности заряда s по поверхности элек�
тродов S, потенциалы U на этих поверхностях счи�
таются заданными. Это же соотношение использу�
ется для расчета пространственного распределения
электрического потенциала по зарядам, определен�
ным в результате решения уравнения (1). Для
плоскопараллельного электрического поля анало�
гичное уравнение имеет вид:
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Для численного решения этого уравнения
обычно применяется процедура разбиения поверх�
ности электрода на отдельные элементы с после�
дующей аппроксимацией плотности заряда кон�
стантами в пределах каждого из них. Очевидная
погрешность реализации такой формулировки свя�
зана с тем, что рассчитываемая функция разрыва�
ется на границе элементов, что, во�первых, снижа�
ет точность решения исходного интегрального
уравнения и, во�вторых, увеличивает погрешность
расчета напряженности электрического поля вбли�
зи электродов. Отдельно необходимо отметить су�
щественное снижение точности моделирования
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электрического потенциала в окрестности углов
электродов, где линейная плотность заряда стре�
мится к бесконечности, что невозможно воспроиз�
вести с помощью кусочно�постоянных функций.

Предлагаемые в ряде публикаций методы учета
сингулярности в распределении поверхностной
плотности заряда на краях электрода [10–12] по�
зволяют повысить точность расчета электрического
поля. Однако предлагаемый в них способ аппрок�
симации приводит к разрывам плотности зарядов
на границах элементов и уже на постановочной
стадии ограничивает возможную точность получае�
мых распределений плотности заряда и напряжен�
ности электрического поля.

В настоящей работе предлагается проводить ап�
проксимацию плотности заряда на базе конеч�
но�элементной технологии с применением специ�
альных сингулярных базисных функций, что по�
зволяет моделировать распределения поверхност�
ной плотности зарядов непрерывными зависимо�
стями с характерными свойствами на краях или
острых двугранных углах проводящих электродов.
В статье анализируются свойства метода граничных
уравнений применительно к системе бесконечно
длинных заряженных электродов при использова�
нии различных способов аппроксимации линейной
плотности заряда на их поверхности.

Для того чтобы оценить точность реализации
различных формулировок МГЭ, рассмотрим рас�
пределение плотности заряда на поверхности тон�
кого бесконечно длинного заряженного электрода
шириной 2a (рис. 1).

Аналитическое решение этой задачи может
быть найдено методом конформных преобразова�
ний и приводится, например, в [13]. Комплексный
потенциал W z( ) на плоскости переменной z x iy= + и
его производная равны:
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где t – линейная плотность электрического заря�
да; а – полуширина электрода.

Для контроля точности численного решения за�
дачи использовалось известное из аналитического
решения отношение полного линейного заряда
электрода t к плотности заряда s в его центральной
части: t s p/ = a.

Численные расчеты были проведены при раз�
личном разбиении электродов на простейшие эле�
менты и при трех различных способах аппроксима�
ции неизвестной функции. Один из них предпола�
гал постоянство плотности заряда внутри каждого
элемента, второй обеспечивал непрерывность рас�
пределения и его линейное изменение внутри каж�
дого элемента, третий – квадратичную аппрокси�
мацию плотности заряда внутри элементов. Резуль�
таты сравнения точности численного решения за�
дачи приведены на рис. 2. Как видно, переход к
аппроксимирующим функциям 2�го порядка дает
значительный (на 2 порядка) выигрыш в точности
расчета поверхностных зарядов при одинаковом
числе переменных.

Применение сингулярных конечных функций для
аппроксимации поверхностного заряда. Основным
источником ошибок при расчете напряженности
электрического поля с использованием методов
граничных элементов является погрешность ап�
проксимации плотности электрического заряда
вблизи границ или углов электродов, где значение
этой плотности стремится к бесконечности. В свя�
зи с этим представляется перспективным использо�
вание сингулярных функций для аппроксимации
плотности заряда вблизи особых точек. Выбор та�
ких функций определяется формой электрода. Для
бесконечно тонкой эквипотенциальной пластины
поверхностная плотность заряда зависит от коор�
динаты по закону

s( )x
x

»
1
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где х – расстояние до края электрода. Для того
чтобы обеспечить подобную зависимость, доста�
точно выбрать финитную функцию для крайнего
элемента таким образом, чтобы она обращалась в
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Рис. 1. Бесконечно длинный заряженный электрод
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Рис. 2. Погрешность вычисления плотности заряда в центре
электрода при различной дискретизации расчетной области



нуль во всех узлах, кроме особого, в котором она
должна стремиться к бесконечности в соответствии
с выражением (3). При использовании аппрокси�
мирующих функций 1�го порядка такими свойства�
ми, как легко убедиться, обладает функция

j0
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( )x
x

x
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где a – длина элемента, а начало системы коорди�
нат располагается в особом узле (рис. 3).

Финитная функция j0, ассоциированная со
вторым узлом сингулярного элемента, расположен�
ным в точке x a= , определяется по обычным прин�
ципам формирования финитных функций и равна:
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a
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1

.

При использовании аппроксимации 2�го поряд�
ка основные принципы конструирования финит�
ных функций сохраняются прежними. Однако в
центре элемента появляется дополнительный узел с
координатой b.

Сингулярная финитная функция для этого эле�
мента имеет вид:
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Две другие функции, ассоциированные с узлами
a и b, могут быть построены в соответствии со
стандартными правилами формирования финит�
ных функций 2�го порядка [1].

Расчет потенциала электрического поля, созда�
ваемого сингулярным элементом. Потенциал, созда�
ваемый элементом с поверхностной плотностью за�
ряда, распределенной по закону (3):
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Последний интеграл может быть взят аналити�
чески. Если расчетная точка находится в плоскости
элемента, то соответствующие выражения приобре�
тают вид:
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В том случае, если расчетная точка расположена
за пределами плоскости сингулярного элемента,
потенциал может быть найден из соотношения
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Несмотря на то, что в правой части последнего
соотношения есть комплексные числа, окончатель�
ный результат является чисто вещественным. Все
приведенные здесь выражения являются диффе�
ренцируемыми функциями, поэтому аналитиче�
ские выражения для напряженности электрическо�
го поля также могут быть легко получены.

Свойства метода граничных элементов при ис�
пользовании сингулярных базисных функций. Рас�
смотрим систему из двух бесконечно протяженных
параллельных заряженных электродов, располо�
женных на расстоянии 2d друг от друга (рис. 5).

Будем считать, что к электродам приложено на�
пряжение и их потенциалы равны ±U. Распределе�
ние потенциала в окрестности такой системы мо�
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Рис. 4. Финитные функции 2�го порядка для сингулярного эле�
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жет быть найдено аналитически с помощью метода
конформных преобразований [13]. Комплексный
потенциал W на плоскости комплексной перемен�
ной z x iy= + определяется соотношением:
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причем потенциал электрического поля может
быть найден как U x y W( , ) Im( )= . Вычислить значе�
ние потенциала U в произвольной точке с коорди�
натами x y, можно, решив систему уравнений
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Для решения этой задачи была использована
численная процедура, основанная на алгоритме
минимизации функционала Ньютона. Точность ре�

шения задачи составила d» -10 15
0U , что вполне

достаточно для верификации рассматриваемого
численного метода расчета электростатического
поля. Кроме потенциала для контроля точности
получаемых решений, использовалась напряжен�
ность электрического поля, определяемая диффе�
ренцированием потенциала. Относительная точ�

ность расчета напряженности составила d» -10 12 ,
что достаточно для надежной верификации рас�
сматриваемого численного метода расчета электри�
ческих полей.

Расчеты электрического поля вблизи от края
конденсатора (рис. 5) были проведены на примере
системы двух электродов с потенциалами
U0 100=± В, расположенных на расстоянии
2 2d= мм друг от друга. Соответственно напряжен�
ность электрического поля внутри конденсатора
при x ®-¥ равна E ®100 В/мм. Важной частью
процедуры решения рассматриваемой задачи явля�
ется дискретизация расчетной области. В общем
случае электрод может быть разбит на конечные
элементы различной ширины. На первом шаге
процедуры дискретизации электрод шириной 2D
разбивается равномерно на 2N элементов, соответ�

ственно ширина всех элементов оказывается оди�
наковой и равной a D N= / . На втором шаге рас�
сматриваемой процедуры узлы сетки перемещают�
ся таким образом, что отношение длин соседних
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Рис. 5. Два паралельных заряженных электрода

Рис. 6. Распределение напряженности электрического поля у
края конденсатора вдоль линии y=0

Рис. 7. Сравнение погрешности расчета напряженности элек�
трического поля при использовании обычных и сингулярных
аппроксимирующих функций
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Рис. 8. Погрешность расчета напряженности электрического
поля при использовании сингулярных элементов
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элементов становится равным постоянной величи�

не
a

a
ki

i+
=
1

. Таким образом легко создать сетку со

сгущением узлов вблизи края электродов.
Аналитические выражения распределения на�

пряженности электрического поля были получены
для полубесконечных электродов. Очевидно, для
проведения численных расчетов необходимо огра�
ничить ширину этих электродов. В рассмотренных
примерах она была выбрана равной Dx d=1000 . При
таком выборе характеристик расчетной модели
систематическая ошибка расчетов напряженности
электрического поля не превышает 0,03%. При
проведении тестовых расчетов электрод подвергал�
ся разбиению на 800 элементов. Коэффициент сгу�
щения размеров элементов был выбран k=0,25.

Основные результаты и их обсуждение. Основ�
ные результаты численного моделирования приве�
дены на рис. 6–8. Как видно, точность расчета на�
пряженности электрического поля при использова�
нии традиционных методов аппроксимации состав�
ляет несколько процентов. В то же время примене�
ние сингулярных аппроксимирующих функций
увеличивает точность расчетов на два порядка при
такой же степени дискретизации.
Наблюдающиеся на рис. 8 расхождения между

аналитическими и численными данными при
x®¥ обусловлены реальными различиями в рас�
пределениях напряженности электрического поля в
конденсаторе с неограниченными в направлении
x®-¥ электродами и в конденсаторе с электрода�
ми конечной ширины (Dx d=1000 ).
Результаты численных экспериментов показы�

вают значительное увеличение точности расчета
электрического поля при использовании сингуляр�
ных финитных функций для аппроксимации плот�
ности заряда на электродах в сравнении с традици�
онными технологиями реализации методов гранич�
ных элементов.
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In this paper we consider application of singular functions for constructing finite element shape
functions in problems of the electric field computation by the method of secondary sources. The main idea
of this approach is based on the use of analytical solutions of the Laplace equation in the vicinity of special
points of charged electrodes. Compared to traditional technologies of the charge density approximation on
electrode surfaces, the considered approach allows to achieve high accuracy of calculation of electric field
intensity in the vicinity of the charged object, including its angles and faces. The efficiency and high
accuracy of the results obtained with such approximations is approved by comparison of the numerically
derived field distributions with available analytical solutions.
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