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Условие абсолютной устойчивости системы управления
электроупругим актюатором для наномехатроники

АФОНИН С.М.

Применение электроупругого актюатора на ос�
нове пьезоэлектрических или электрострикцион�
ных эффектов перспективно в системах управления
для наномехатроники. Электроупругий актюатор
используется для нанотехнологий, адаптивной оп�
тики, микрохирургии, микроэлектроники, нано�
биологии. В системах наномехатроники пьезоак�
тюатор применяется в сканирующей микроскопии,
астрономии для прецизионного совмещения, ком�
пенсации температурных, гравитационных дефор�
маций, атмосферной турбулентности, фокусиров�
ки, стабилизации изображения [1–3].

Наличие гистерезиса деформации электроупру�
гого актюатора усложняет проектирование меха�
тронных систем управления его деформацией. В
отличие от системы управления с однозначной не�
линейностью, для которой устойчивость положе�
ния равновесия исследуется с помощью функций
Ляпунова, критерия Попова, устойчивость системы
управления деформацией электроупругого актюа�
тора с гистерезисной нелинейностью и множест�
вом положений равновесия оценивается с приме�
нением критерия абсолютной устойчивости Якубо�
вича [4–7].

Пьезоактюатор используется для приведения в
действие механизмов, систем или управления ими

на основе пьезоэффекта и для преобразования
электрических сигналов в механические перемеще�
ния и силы. Пьезоактюатор имеет перемещение
1 нм – 10 мкм, отклик 1–10 мс, усилие 100–1000 Н
[6–14].

Передаточная функция электроупругого актюа�
тора определяется в результате совместного реше�
ния уравнения электроупругости, волнового урав�
нения и граничных условий. Уравнение электроуп�
ругости [6, 7, 12–14] имеет вид:
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где Si – относительная дефомация электроупруго�
го актюатора по оси i; dmi – электроупругий мо�
дуль или пьезомодуль; E Um= / d – напряженность
электрического поля по оси m; U – напряжение; d
– толщина; sij

E – упругая податливость при

E=const; T j – механическое напряжение по оси j.
Для электроупругого актюатора с одним закреп�

ленным торцом и упругоинерционной нагрузкой
при x l= , где l – длина актюатора, имеем уравнение
сил на другом торце актюатора:

T S Md x t dt C x tj e0
2 2=- -x x( , ) / ( , ), (2)

Электроупругий актюатор для наномехатроники находит применение в нанотехнологии, адап�
тивной оптике, микрохирургии, микроэлектронике, биомедицине. Он используется для приведения
в действие механизмов, систем или управления ими на основе электроупругого эффекта и для пре�
образования электрических сигналов в механические перемещения и силы. В системах наномеха�
троники пьезоактюатор применяется в сканирующей микроскопии, лазерных системах, астроно�
мии для прецизионного совмещения, компенсации температурных, гравитационных деформаций и
атмосферной турбулентности, фокусировки, стабилизации изображения. В статье получено усло�
вие абсолютной устойчивости системы управления электроупругим актюатором для наномеха�
троники при детерминированных и случайных воздействиях. Найдено множество положений рав�
новесия в мехатронной системе управления электроупругим актюатором, которое представляет
собой отрезок прямой. Определена относительная ширина зоны покоя для системы управления де�
формацией электроупругого актюатора при симметричной и асимметричной гистерезисных ха�
рактеристиках актюатора. При детерминированных воздействиях и выполнении ряда условий ак�
тюатора множество положений равновесия системы управления электроупругим актюатором
для наномехатроники абсолютно устойчиво. При случайных воздействиях определена абсолютная
устойчивость системы относительно математических ожиданий положений равновесия меха�
тронной системы управления электроупругим актюатором.
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где S0 – площадь поперечного сечения актюатора;
M – перемещаемая масса; Ce – жесткость упругой
нагрузки.

Преобразование Лапласа для волнового уравне�
ния электроупругого актюатора при нулевых на�
чальных условиях имеет вид обычного линейного
дифференциального уравнения второго порядка [3,
6, 12, 13]:
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где X( , )x p – преобразование Лапласа смещения
сечения актюатора с x координатой; p – оператор
Лапласа; g – коэффициент распространения вол�

ны; cE – скорость звука при E=const; a – коэф�
фициент затухания волны.

Из (1) и (2) с учетом граничных условий актюа�
тора получаем
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Из (3) и (4) для электроупругого актюатора, за�

крепленного одним торцом, при упруго�инерцион�
ной нагрузке
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где X( )p – преобразование Лапласа перемещения
второго торца актюатора.

Из (5) находим передаточную функцию элек�
троупругого актюатора, закрепленного одним тор�
цом, при упруго�инерционной нагрузке: в виде
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а из (6) – передаточные функции с распределенны�
ми параметрами электроупругого актюатора, закре�
пленного одним торцом:
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где E pm( ), U p( ) – преобразования Лапласа напря�
женности электрического поля и напряжения;

C S s lij
E

ij
E= 0 /( ) – жесткость электроупругого актюа�

тора.

Из (7) с учетом двух членов ряда, полученных
при разложении гиперболического котангенса,
найдем передаточные функции с сосредоточенны�
ми параметрами электроупругого актюатора, закре�
пленного одним торцом, при упруго�инерционной
нагрузке:
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где Tt , xt – постоянная времени и коэффициент
затухания электроупругого актюатора. Получаем
выражение статического перемещения x( , )l ¥ элек�
троупругого актюатора при упруго�инерционной
нагрузке в установившемся режиме:

x d( , ) ( / ) / ( / )l d l U C Cmi e ij
E¥ = +0 1 , (9)

где U0 – амплитуда напряжения.
Для описании гистерезиса деформации электро�

упругого актюатора используем модель Прейзаха
[8, 9]. При рассмотрении структуры системы
управления актюатором для наномехатроники име�
ем передаточную функцию линейной части систе�
мы W p( ) и гистерезисную функцию Si электроуп�
ругого актюатора. Гистерезисная функция дефор�
мации электроупругого актюатора для наномеха�
троники имеет вид:

S F E t S Ei m
t

i m= [ , , ( ), � ]0 0 sign , (10)

где значение гистерезисной функции Si с основ�
ными и частными циклами зависит от напряжен�
ности электрического поля Em на промежутке [0,t]
от времени t, от начального значения относитель�
ной деформации Si ( )0 и знака скорости изменения

напряженности �Em электрического поля. Для оп�

ределения стационарного множества системы
управления актюатором при устойчивой линейной
части системы управления на плоскости ( , )E Sm i
проведем прямую L (рис. 1) с уравнением
E kSm i+ =0, где k W= ( )0 – коэффициент передачи
или значение передаточной функции при p ®0 ли�
нейной части системы управления. Множество то�
чек M пересечения этой прямой с гистерезисной
характеристикой деформации электроупругого ак�
тюатора представляет собой выделенный отрезок
прямой.

«ЭЛЕКТРИЧЕСТВО»№ 10/2020 Условие абсолютной устойчивости системы управления актюатором 53



Уравнение для стационарного решения систе�
мы:

E kS Em i m0 0 0 0+ =( ) , (11)

где Em0, Si0 – координаты стационарного решения
системы. Каждой точке пересечения гистерезисной
нелинейности деформации и прямой L соответст�
вует одно положение равновесия с координатами
( , )E Sm i0 0 . Рассмотрим проекцию стационарного
множества положений равновесия на ось x, где ко�
ордината x E Em m= / max (рис. 1). Подставим в
уравнение прямой (11) выражение для симметрич�
ной основной гистерезисной петли электроупруго�
го актюатора:
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где Em – амплитуда напряженности электрического
поля в актюаторе; Simax- максимальное относи�

тельное перемещение актюатора; gmi i mS E= 0 / max

– остаточный гистерезис; Si
0 – остаточное относи�

тельное значение статической гистерезисной ха�
рактеристики при Em =0; nmi – степенной коэф�
фициент, определяемый формой гистерезисной
кривой, для актюатора из пьезокерамики ЦТС ко�
эффициент nmi =1.
Определим относительную ширину зоны покоя

2D для системы управления деформацией электро�
упругого актюатора при симметричной основной
петле гистерезиса, подставив в (11) значение
E Em m0= max :

D DE kS Em i mmax max( )+ =+ 0, (13)

где D – относительное значение напряженности

электрического поля; S Ei m
+( )maxD – значение от�

носительной деформации на восходящей ветви

гистерезисной характеристики при �Em >0 и

E Em m0= max ; S Ei m
- -( )maxD – значение относи�

тельной деформации на нисходящей ветви гистере�

зисной характеристики при �Em <0 и

E Em m0=-D max (рис. 1). Из (12) получаем при
симметричной основной петле гистерезиса уравне�
ние:
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В результате преобразования (14) запишем

S E d E Ei m mi m mi m
+ = - -( ) ( )max max maxD D Dg 1 2 .

(15)
Подставив (15) в уравнение (13), меем выраже�

ние

D D DE kE dm m mi mimax max [ ( )]+ - - =g 1 02 ,

откуда

D D D+ - - =k dmi mi[ ( )]g 1 02 . (16)

Из (16) получаем квадратное уравнение для оп�
ределения относительной ширины зоны покоя 2D
электроупругого актюатора:
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. (17)

Относительное значение ширины зоны покоя
2D для системы управления деформацией электро�
упругого актюатора при симметричной петлевой
характеристике актюатора находим из (17):
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Для асимметричной петлевой характеристики
электроупругого актюатора при восходящей ветви

гистерезиса и sign �En =+1 получаем g gmi mi= + , при

нисходящей ветви гистерезиса и sign �En =-1 имеем

g gmi mi= - , где верхние индексы «плюс» и «минус»

– для восходящей и нисхзодящей ветвей. Следова�
тельно, формулу для значения относительной ши�
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Рис. 1. Гистерезисная характеристика деформации электроуп�
ругого актюатора



рины зоны покоя D D+ -+ для системы управления
деформацией электроупругого актюатора при асим�
метричной петлевой характеристике актюатора мо�
жем записать в виде:
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Функция Si гистерезисной нелинейности элек�
троупругого актюатора непрерывна. Найдем мини�
мальное v mi1 и максимальное v mi2 значения тан�
генса угла наклона касательной к гистерезисной
нелинейности электроупругого актюатора:

v v vmi mi mi1 2 0, [ , ]Î ; v dS dEmi i m=max[ / ], (20)

Значения v mi1 и v mi2 определяем по гистере�
зисной статической характеристике дефомации
(рис. 1), измеренной при максимально допустимой
напряженности электрического поля в актюаторе,
где v mi1 0= и v vmi mi2 = . Гистерезисную петлю
электроупругого актюатора следует обходить про�
тив часовой стрелки. Отношение тангенсов угла
наклона касательной к гистерезисной нелинейно�
сти электроупругого актюатора при продольном,
поперечном, сдвиговом пьезоэффектах пропорцио�
нально отношению соответствующих пьезомоду�
лей:

v v v d d d33 31 15 33 31 15: : : := . (21)

Применяя критерий Якубовича [4], являющий�
ся развитием критерия Попова, находим условие
абсолютной устойчивости системы управления ак�
тюатором при детерминированных воздействиях,
записываем условие абсолютной устойчивости сис�
темы управления деформацией электроупругого ак�
тюатора при детерминированных воздействиях и
v mi1 0= и v vmi mi2 = :

Re ( )v W jmi w ³1, (22)

где j – мнимая единица; w – частота.
Рассмотрим геометрическую интерпретацию ус�

ловия абсолютной устойчивости системы управле�
ния деформацией электроупругого преобразовате�
ля. На рис. 2 в комплексной плоскости приведена
амплитудно�фазовая частотная характеристика для
частотной передаточной функции v W jmi ( )w и за�
штрихована запретная область для амплитудно�фа�
зовых частотных характеристик, ограниченная вер�
тикальной прямой, проходящей через точку с ко�
ординатой (–1) на действительной оси. Амплитуд�

но�фазовая характеристика разомкнутой системы
v W jmi ( )w должна быть для всех значений w³0 рас�
положена правее вертикальной прямой
Re ( )v W jmi w =-1. Для системы управления актюа�
тором из пьезокерамики ЦТС при детерминиро�
ванных воздействиях максимальное значение тан�
генса угла касательной к нелинейности составляет
vmi =1 нм/В.

Условие абсолютной устойчивости системы
управления деформацией электроупругого актюа�
тора при случайных воздействиях определяется на
основе критерия Якубовича [5]. Найдем критерий
абсолютной устойчивости для системы управления
деформацией электроупругого преобразователя с
гистерезисной характеристикой при v mi1 0= и
v vmi mi2 = . Для того чтобы нелинейная система
управления деформацией электроупругого актюа�
тора при случайных воздействиях, на которую дей�
ствует внешнее воздействие, содержащее случай�
ную составляющую

f t m t f tf( ) ( ) ( )= + 0 ; m t Rf f( ) £ , (23)

где R f – верхняя оценка модуля математического
ожидания m f , была абсолютно устойчивой относи�
тельно математических ожиданий, достаточно, что�
бы при всех значениях w³0 выполнялось условие

Re ( )v W jmi w + ³1 0 (24)

и производная нелинейной характеристики удов�
летворяла неравенству
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. (25)

Дисперсию sE m

2 оценим с использованием дис�

персии внешнего воздействия, т.е.

s ssE fm
k2 2 2£ , (26)
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Рис. 2. Геометрическое изображение условия абсолютной ус�
тойчивости системы управления деформацией электроупругого
актюатора



где ks – взаимная корреляционная функция f и
Em . Cреднеквадратичное отклонение sE m

заменим
его верхним значением и двойное неравенство за�
пишем в виде

0< <
дm m k

дm
v

S E f

E
mi

i m

m

( , )ss
. (27)

Используя метод статистической линеаризации,
получаем производную нелинейной характеристи�
ки:

дm

дm
S E S E

S

E E
i m i m

i

m m

= + ´+ -

-¥

¥
ò1

2 2s
[ ( ) ( )]

´ -

-
-

( )

( )

E m e dEi E
E

E m

mi
m

m Em

Em1

2

2

2

2

s p

s
, (28)

где S Ei m
+( ); S Ei m

-( ) – восходящая и нисходящая

кривые гистерезисной петли.
Для электроупругого актюатора вершины ос�

новных гистерезисных петель находятся на началь�
ной кривой S F Ei m= 1( ), причем Si max =
=d Emi mmax max , где dmi max-максимальное значе�
ние пьезомодуля для каждой основной гистерезис�
ной кривой пьезопреобразователя. Из (28) получа�
ем выражение для производной нелинейной харак�
теристики:

дm

дm
F E E m

S

E E
m m E

i

m m
m

= - ´
-¥

¥
ò1

2 1s
( )( )

´

-
-

1

2

2

22

s p

s

E

E m

m

m

mi Em

Eme dE

( )

. (29)

Выражение для начальной кривой электроупру�
гого актюатора из пьезокерамики ЦТС имеет вид:

F E d E a E d Em mi m mi m mi m1
0 3( ) max= + = , (30)

значит максимальное значение пьезомодуля

d d a Emi mi mi mmax = +0 2 ,

где dmi
0 – начальное значение пьезомодуля; ami –

коэффициент степенного полинома.
Из (29) получаем производную нелинейной ха�

рактеристики:

дm

дm
d E E m

S

E E
mi m m E

i

m m
m

= - ´
-¥

¥
ò1

2s max ( )

´

-
-

1

2

2

22

s p

s

E

E m

m
m

mi Em

Eme dE

( )

.

При mEm
=0, используя метод статистической

линеаризации, найдем значение частной производ�
ной относительного перемещения актюатора по
напряженности электрического поля:

дm

дm
d E

S

E E
mi m

i

m m

= ´
-¥

¥
ò1

2
2

s max

´ =

-
1

2

2

22

s p

s

E

E

m mi

m

m

Eme dE d max ;

0< £d vmi mimax . (30)

С учетом (30) запишем условие абсолютной ус�
тойчивости системы управления деформацией
электроупругого актюатора при случайных воздей�
ствиях и значениях v mi1 0= , v vmi mi2 = :

Re ( ) Re ( )maxv W j d W jmi miw w= ³-1.

Для системы управления актюатором из пьезо�
керамики ЦТС при случайных воздействиях макси�
мальное значение тангенса угла касательной к не�
линейности составляет vmi =1,7 нм/В.

Полученное условие абсолютной устойчивости
системы управления электроупругим актюатором
для наномехатроники при детерминированных и
случайных воздействий позволяет проводить син�
тез корректирующего устройства системы управле�
ния деформацией электроупругого актюатора.
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The Condition for Absolute Stability of an Electroelastic Actuator
Control System for Nanomechatronics
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An electroelastic actuator for nanomechatronics is used in nanotechnology, adaptive optics,

microsurgery, microelectronics, and biomedicine to actuate or control mechanisms, systems based on the

electroelastic effect, and to convert electrical signals into mechanical displacements and forces. In

nanomechatronic systems, a piezoactuator is used in scanning microscopy, laser systems, in astronomy for

precision alignment, for compensation of temperature, gravitational deformations and atmospheric

turbulence, focusing, and stabilizing the image. In this study, a condition for absolute stability of an

electroelastic actuator control system for nanomechatronics under deterministic and random inputs is

obtained. A number of equilibrium positions in an electroelastic actuator mechatronic control system are

found, the totality of which is represented by a straight line segment. The electroelastic actuator’s

deformation control system dead band relative width is determined for the actuator’s symmetric and

asymmetric hysteresis characteristics. Under deterministic inputs and with fulfilling the condition for the

derivative of the nonlinear hysteresis actuator deformation characteristic, the set of equilibrium positions of

the electroelastic actuator control system for nanomechatronics is absolutely stable. Under random inputs,

the system absolute stability with respect to the mathematical expectations of the electroelastic actuator

mechatronic control system equilibrium positions has been determined subject to fulfilling the condition on

the derivative of the actuator hysteresis characteristic.

K e y w o r d s : absolute stability condition, control system, electroelastic actuator, piezoactuator,

nanomechatronics
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