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К общей теории анализа субгармонических колебаний  
в трехфазных феррорезонансных цепях и системах
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Изложена общая теория анализа субгармонических колебаний на частоте ω/3 в трехфазных фер-
рорезонансных цепях. Возникновение и существование феррорезонансных колебаний на частотах 
субгармоник в линиях электропередачи и системах электроснабжения крайне нежелательны, так 
как они вызывают перенапряжения на различных частотах. Вместе с тем существует обширный 
класс нелинейных электрических цепей, в которых возбуждение автопараметрических колебаний на 
частоте субгармоник составляет основу фазодискретных частотно-преобразующих устройств, 
служащих вторичными источниками питания. Для изучения закономерностей возбуждения и под-
держания субгармонических колебаний на частоте ω/3 в трехфазных феррорезонансных цепях были 
проведены теоретические и экспериментальные исследования эквивалентной модели трехфазной 
цепи с нелинейной индуктивностью. Выведено обобщенное нелинейное дифференциальное уравнение 
для трехфазной цепи со смешанно соединенными элементами. Проведен анализ установившегося 
режима субгармонических колебаний на частоте ω/3 с использованием метода малого параметра 
(усреднения), позволивший определить области их существования и критические параметры цепи. 
Разработаны математическая модель и алгоритм расчета автопараметрических колебаний для 
исследования процессов возбуждения субгармонических колебаний на частоте ω/3 в трехфазных 
феррорезонансных цепях в зависимости от начальных условий, параметров цепи и входного напря-
жения. Результаты теоретических исследований подтверждены экспериментально.

К л ю ч е в ы е  с л о в а: феррорезонанс, автоколебания, субгармоника, субгармонические коле-
бания, аппроксимация, малые параметры, ферромагнитный элемент

Электроэнергетические системы в большом коли-
честве содержат элементы, обладающие значительной 
индуктивностью (генераторы, трансформаторы, реак-
торы и т.д.). С другой стороны, линии электропереда-
чи (ЛЭП) обладают емкостью относительно земли и 
между фазами. Часто для регулирования напряжения 
и повышения устойчивости параллельной работы 
синхронных генераторов в линию включаются допол-
нительные реакторы и емкости, комбинация которых 
вызывает ряд сложных нелинейных колебательных 
процессов [1–3, 9, 10]. В нормальном режиме работы 
системы емкости и индуктивности шунтированы на-
грузкой или непосредственно присоединены к зажи-
мам мощного источника. При различных коммутациях 
в системе часть колебательных контуров может пере-
возбуждаться, и в них развиваются колебания, приво-
дящие к существенным перенапряжениям [1–4, 7–15].

Экспериментально и аналитически исследованы 
субгармонические колебания (СГК) в однофазных 

двухконтурных электроферромагнитных цепях. Коли-
чественным и качественным оценкам СГК в зависимо-
сти от параметров цепи и приложенного воздействия 
посвящен ряд работ [2–4, 8, 10, 11], в которых дают-
ся рекомендации по эксплуатации и проектированию 
ЛЭП, направленные на уменьшение их аварийности, 
а также по разработке устройств преобразователей ча-
стоты переменного тока.

Анализ условий возбуждения субгармонических 
режимов трехфазных нелинейных систем в зависимо-
сти от параметров цепи и приложенного воздействия 
позволяет выявить основные закономерности перена-
пряжений в ЛЭП и возможные мероприятия по предот-
вращению или снижению их до допустимых значений.

Несмотря на множество публикаций, посвящен-
ных СГК в трехфазных феррорезонансных цепях, 
процессы, происходящие в них, освещены на основе 
экспериментальных данных, а теоретический анализ 
проведен для однофазного аналога трехфазной цепи, 
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искажающего количественную и качественную сторо-
ны процесса. Это объясняется сложностью решения 
нелинейных систем неоднородных дифференциаль-
ных уравнений, правая часть которых имеет фиксиро-
ванные сдвиги фаз. 

В трех- и многофазных электроферромагнитных 
цепях условия возбуждения и поддержания автопара-
метрических колебаний (АПК) зависят еще от струк-
туры цепи и способа соединения ее элементов, а так-
же нелинейного взаимодействия ферромагнитных 
элементов в фазах. В общем случае СГК ω/3-порядка 
m-фазной системы образуют ряд сочетаний несимме-
тричных векторов, отличающихся фазовыми сдвигами    

( 1)2v
mn
� �

� �  [7, 12].

Условия возбуждения и характер протекания про-
цессов АПК в феррорезонансной цепи зависят в основ-
ном от параметров цепи, от степени нелинейности ин-
дуктивности, начальных условий, амплитуды и фазы 
входного воздействия [1, 9–12].

Вывод обобщенных дифференциальных уравне-
ний трехфазных феррорезонансных цепей. Много-
фазные феррорезонансные цепи состоят из линейной 
емкости, активного сопротивления и нелинейных фер-
ромагнитных элементов. На рис. 1 приведена трехфаз-
ная цепь со смешанно соединенными элементами, сое-
диненная в звезду. 

Составим уравнения для трехфазной феррорезо-
нансной цепи (рис. 1) с нулевым и без нулевого про-
вода. Обобщенное уравнение по законам Кирхгофа в 
матричной форме [7, 8, 12]:

* * * .u i idt w� � � � ��R D A �                      (1)

По замкнутым контурам через нейтральный провод 
и C0:

0 0   0,i idt�� � ��А R D�                          (2)

где

1 1
1 21 2

* * 1 1
2 3 2 3

1 1
1 3 1 3

0
*

0 0

0

1
0

1
0 0

1
0

00

0 ;   0 ;

0 0

1 1 0 0 0

0 1 1 ; 0 0 ;

1 0 1 0 0

0 0 1 0 0

0 0 ;  0 1 0

0 0 10 0

  

C CR R
R R C C

R R C C

R
R

R

C

C

C

� �

� �

� �

�

�

�

� ���� � � �� �� � � �� �� � � �� ��� � � �� �
� � �� �

� �� �� � � �� �
� �� ��� � �

�

�
� � � �� � � �� �� � � �� � � �� �� ��

�

�

R D

А R

D А
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Ф
.
  – соответственно симметричный трехфазный источ-

ник напряжения с матричными столбцами мгновенных 
значений линейных напряжений, всех токов сети, инте-
гралов тока всех фаз и производной магнитного пото-
ка каждого сердечника трехфазного ферромагнитного 
элемента; R1, R2, R3 – активные сопротивления; C1, C2, 
C3 – емкости. 

Ток нейтрального провода может быть определен 
выражением: 

1 2 3 0 1 2 3      ,C C Ci i i i i i i� � � � � �              (3)
токи в узлах определяются по закону Кирхгофа:

iA + iC1– i1 = 0   или  iC1 = i1 – iA;

iB + iC2 – i2 = 0   или  iC2 = i2  – iB;               (4)

iC + iC3 – i3 = 0  или iC3 = i3 – iC,

где iA, iB, iC – линейные токи; iC1, iC2, iC3 – емкостные токи 
параллельных ветвей; i0 – ток нейтрального провода.

Продифференцировав уравнение (2) с учетом (3), 
имеем:

Рис. 1. Симметричная трёхфазная цепь со смешанно-соединенными элементами

Fig. 1. Symmetrical three-phase circuit  with mixed-connected elements
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где C0v – поперечные емкости; iC1, iC2, iC3 – емкостные 
токи параллельных ветвей; Ф1, Ф2, Ф3 – магнитные по-
токи ферромагнитных элементов; i0 – ток нейтрального 
провода; R0 –сопротивление нейтрального провода.

Токи, протекающие через конденсатор С0:

* *0
0 0 0 ,C

di
i R D D

dt� ��� � ���                       (6)

где ν = 1–3 – порядок фаз.
Из (3) с учетом (4) токи, протекающие через кон-

денсаторы C0v:
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В (1), последовательно вычитая уравнения смеж-
ных фаз c учетом (3) и (4), после некоторых преобразо-
ваний получим:
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Аппроксимируя нелинейную вебер-амперную ха-
рактеристику ферромагнитных элементов в виде куби-
ческого полинома [7, 8, 12], получим:

3Ф Ф ,i
�� �� � ��                            (8)

где α и β – коэффициенты аппроксимации.
Подставив (8) в (7), после преобразования получим 

нелинейное дифференциальное уравнение состояния 
трехфазной феррорезонансной цепи:
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    (9)

Уравнение (9) является обобщенным нелинейным 
дифференциальным уравнением трехфазной ферроре-
зонансной цепи со смешанно соединенными элемента-
ми с нулевым проводом [12].

При отсутствии поперечных емкостей (C0 = 0) трех-
фазная схема (рис. 1) преобразуется в симметричную 
трехфазную феррорезонансную цепь с последовательно 
соединенными элементами с изолированной нейтралью, 
описываемой системой дифференциальных уравнений:
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где ν = 1–3 – порядок фаз.
Ток нейтрального провода в дифференциальном 

виде:
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Фν – потоки ферромагнитных элементов; iν – фазные 
токи; R0 – активное сопротивление нейтрали; R1,2,3,  
C1,2,3 – активное сопротивление и емкость каждой фазы.

Из (10) с учетом (8) получим систему нелинейных 
дифференциальных уравнений для схемы с изолиро-
ванной нейтралью и последовательно соединенными 
элементами:
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Аналогично выводится нелинейное дифференци-
альное уравнение для симметричной трехфазной фер-
рорезонансной цепи с последовательно соединенными 
элементами без нулевого провода:
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Полученные обобщенные нелинейные дифферен-
циальные уравнения движения для симметричных 
трехфазных базовых феррорезонансных цепей позво-
ляют рассматривать процесс возбуждения АПК на раз-
личных частотах как в установившихся, так и в пере-
ходных режимах.

Анализ стационарного режима СГК ω/3. Авто-
параметрические процессы в трехфазных ферроре-
зонансных цепях характеризуются многообразием и 
сложностью их исследования.

С точки зрения теории нелинейных электрических 
цепей исследование условий возбуждения АПК и их 
устойчивости, а также изучение основных закономер-
ностей АПК на соответствующих частотах воздействия 
представляют важную практическую задачу в области 
энергетики и преобразовательной техники.

Рассмотрим процесс возбуждения и существование 
СГК ω/3 в схемах с последовательно соединенными 
элементами, имеющих изолированную нейтраль. 

Учитывая фазовые соотношения для трехфазной 
цепи субгармонического режима ω/3 методом малого 
параметра (усреднения) [5], получены укороченные 
уравнения, описывающие динамику системы.

Нелинейные дифференциальные уравнения трех-
фазной электроферромагнитной цепи с нулевым про-
водом (12) после перехода к новому времени t =3τ/ω 
представим в виде:

2 3 3
2

0 02
1 1

2 3
0

Ф Ф Ф
Ф

Ф Ф
Ф Ф

( 1)2
cos 3             

3

v n m
m

n m

v v
v v

d d d
h

d dd
d d

hФ k k
d d

vG

� �

�

� � � �
� ��

�� � � � � � �
� �

� �� �� � � ��� �� �

� �

,

       (15)

где μ – малый параметр (0 < μ < 1);
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Следует отметить, что последовательность фаз СГК 
и фазовые сдвиги между смежными фазами трехфаз-

ной системы СГК находятся в различных сочетаниях. 
В частности, при q = 1 эти сдвиги составляют 0, 40, 
80о, что соответствует прямому следованию фаз по 
СГК третьего порядка. При q = 2 они равны 0, 80, 160  
и 0, 160, 360о (0, 40, 160о), что соответствует обратному 
следованию фаз.

Пользуясь методом Боголюбова–Митропольско-
го [5] и принимая во внимание фазовые соотношения  
φ = [(ν – 1)2π]/m для трех вариантов сдвига фаз по суб-
гармонике, уравнения (15) решаем в виде:

3

( 1)2 ( 1)23
9 3

( )Ф Ф e Ф e μ .
v q v qj j

v v v vW
� � � �� � � �� �� � ��� � � �� � � �

�� � �  (17)

где q – порядок следования фаз (q = 1,2); Фv и Фv3 – мед-
ленно меняющиеся комплексные амплитуды основных 
и субгармонических колебаний; Wv – ограниченная 
функция порядков Фv и Фv3.

Подставив (17) в (15) и пренебрегая членами поряд-
ка μ2, после интегрирования по частоте ω и ω/3 полу-
чим для q = 2 укороченные уравнения для каждой фазы 
трехфазной цепи с нулевым проводом в комплексных 
амплитудах:
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Перейдем от комплексных величин к действитель-
ным амплитудам и фазам:
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           (19)

Из (18) и (19) получим:
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Дифференцирование уравнений (20) выполнено по 
времени τ/3.

Установившийся режим СГК третьего порядка 
определяем из (20), приравнивая к нулю производ- 
ные:

3 3 1 1Ф 0; φ 0; Ф 0; φ 0.� � � �� � � �� �� �

В результате получим уравнения для амплитуд-
но–частотных характеристик системы. Теперь режим  
Фv3  ≠ 0 определяется из (20). В случае трехфазной фер-
рорезонансной цепи с нулевым проводом:

0 13 1 13 1

2 2
0 13 1 13 1 13 1

0 23 2 23 2

2 2
0 23 2 23 2 23 2

0 33 3 33 3

2 2
33 3 33 3

0,82 3 Ф Ф sin(3 );

0,3 (3Ф +6Ф ) 3 Ф Ф cos(3φ φ );

0,82 3 Ф Ф sin(3φ φ );

0,3 (3Ф +6Ф ) 3 Ф Ф cos(3φ φ );

0,82 3 Ф Ф sin(3φ φ );

(3Ф +6Ф ) 3 Ф Ф cos

k

k k
k

k k
k

k k

� � � � � ��

�� � � � � �

� � � � �

�� � � � � �

� � � � �

�� � � 33 3(3φ φ ).�

   (21)

Для определения амплитуды СГК в зависимости от 
параметров системы и приложенного воздействия воз-
ведем уравнения (21) в квадрат и сложим их. Проведя 
замену Ф2

v3 = yv, Ф
2
v1 = xv, получим уравнения кривых 

второго порядка [6]:
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Инварианты для (22) равны [6, 8]:
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    (23)

Из (23) следуют инварианты уравнений кривых 
второго порядка fv = 142 и sv = 45 – постоянные по-
ложительные числа. Если Δv/fv < 0, то уравнения (23) 
описывают действительные эллипсы (рис.2), т.е. поло-
жительному значению квадратов амплитуды основной 
гармоники Фv

2 соответствует положительное значение 
квадратов амплитуды СГК Ф2

v3, т.е. эллипсы находятся 
в первом квадранте: Хy > 0; Yy > 0.

Из (23) координаты центров эллипсов будут:
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     (24)

Из (24) следует, что координаты центра эллипса 
будут смещаться с изменением параметров цепи, а 
эллипсы повернуты относительно осей координат на 
угол tg2α = 2b/ac = 1, не зависящий от параметров цепи 
и равный 22о30′ для всех трех фаз. Длина полуосей эл-
липсов выражается:
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Отношение полуосей эллипсов постоянно, поэтому 
при изменении параметров цепи эллипсы остаются по-
добными.

С увеличением расстройки ξ координаты центра и 
длина полуоси эллипсов увеличиваются, т.е. увеличи-
вается область существования СГК.
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Определение критических параметров СГК ω/3. 
Из (23) следует, что для существования СГК в системе 
необходимо, чтобы координаты центра и параметры 
эллипсов были положительными:
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          (26)

Критические значения расстройки в системе, при 
которых возбуждаются СГК третьего порядка:
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  (27)

Из (27) следует, что если сопротивление нулевого 
провода равно нулю (δ0 = 0), то условия существования 
СГК для всех трех фаз одинаковы и равны:

1,2   2,63  , v v� � �                           (28)

где ν = 1–3.
При этом отсутствует взаимное влияние одной 

фазы на другую, и субгармонический режим в трех-
фазной системе можно установить для каждой фазы в 
отдельности.

В режиме δ = 0 и δ0 ≠ 0:

Фаза А: ξ1,2 = 2,42δ0; Фаза В: ξ1,2 = 1,82δ0; 
Фаза С: ξ1,2 =2,3 δ0.                       

(29)

На рис. 2 приведены расчетные зависимости ква-
дратов амплитуды СГК от квадратов амплитуды вход-
ного воздействия при вариациях параметров системы 
соответствующей области существования СГК (коэф-
фициенты нелинейной индуктивности α = 1,2; β = 0,8 и 
при R = 5 Ом, С = 80–160 мкФ).

Как следует из рис. 2, с увеличением ξ возрастают 
субгармонические составляющие магнитного пото-
ка Ф и область их существования становится шире, а 
при достижении критического значения ξкр происходит 
срыв колебаний. Из (27) следует, что область существо-
вания СГК ограничивается некоторыми максимальны-
ми и минимальными значениями ёмкости (расстройки) 
(рис. 2). Если сопротивление нулевого провода R0 = 0 
(δ0 = 0), то амплитуды СГК в трех фазах одинаковы, а с 
увеличением R0 они становятся различными.

В первой фазе А при увеличении сопротивления ну-
левого провода субгармонические составляющие маг-
нитного потока уменьшаются, тогда как в двух других 
фазах увеличиваются. Когда R0 достигает некоторого 
критического значения, координаты центра эллипсов 
также стягиваются к нулю, что соответствует срыву 
СГК. С ростом R цепи сужается область существова-
ния СГК, при этом амплитуда СГК в одной фазе умень-
шается, а в двух других увеличивается. Когда сопро-
тивление в первой, второй и третьей фазах достигает 
некоторого критического значения δкр (Rкр = 15 Ом), 
то координаты центра эллипсов становятся нулевыми  
(х, у = 0), что соответствует срыву колебаний во всех 
трех фазах. Здесь семейство кривых построено при  
R0 = 2 Ом, С = 120 мкФ, R = 0÷ 15 Ом. 

Анализ СГК в трехфазных феррорезонансных 
цепях с использованием компьютерного моделиро-
вания. Анализ системы нелинейных дифференциаль-
ных уравнений, описывающих трехфазную ферроре-
зонансную цепь с применением качественного метода 
(метод усреднения), позволил определить области су-
ществования и критические значения параметров цепи 
с учетом фазовых соотношений субгармоник ω/3.

Однако исследование процесса возбуждения СГК в 
трехфазных феррорезонансных цепях в зависимости от 
начальных условий и изучение характера протекания 
переходного процесса представляют сложную задачу. 

Для решения данной задачи составлен алгоритм 
расчета, реализованный в пакете MATLAB. Введя в 

Рис. 2. Входные-выходные характеристики СГК третьего порядка в зависимости от ёмкости

Fig. 2. Input-output characteristics of third-order subharmonic oscillations depending on the capacitance
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уравнение (13), описывающее последовательное соеди-
нение трехфазной феррорезонансной цепи, обозначения 
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При τ = ωt = 0
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Исключив Фν
3 из (31) и умножив на 
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где ν = 1–3 – порядок фаз.

Из (32) имеем:
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       (33)

Выражение (33) позволяет определить процесс воз-
буждения СГК ω/3 в трехфазных феррорезонансных 
цепях с нулевым проводом.

С помощью пакета MATLAB построена осцило-
грамма кривых установившегося режима СГК ω/3 по-
следовательной феррорезонансной цепи  при значени-
ях параметров: U = 100 B, C = 120∙10–6 Ф, R =5  Ом;  
R0 = 2 Ом; α = 1,0; β = 0,2; ω = 314,15926 с–1 со сдвигами 
фаз 0, 40, 160о, представленная на рис. 3.

На рис. 4 показаны осциллограммы СГК, получен-
ные экспериментально при параметрах цепи: U = 100 B,  
C = 120∙10–6 Ф, R =5 Ом; R0 =2  Ом.

Рис. 3. Осциллограмма потоков субгармоник ω/3

Fig. 3. Waveform of ω/3 subharmonic flows 

Рис. 4. Осциллограммы СГК ω/3 в трехфазной феррорезонансной цепи: U00 – напряжение нейтрального провода 

Fig. 4. Waveforms of ω/3 subharmonic oscillations in a three-phase ferroresonance circuit: U00 is the voltage of the neutral wire
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                                                                 а)                                                                                                    б)

Рис. 5. Осциллограммы кривых токов СГК третьего порядка ω/3: а – при включении входного напряжения; б – при КЗ ферромагнитных 
элементов фазы А

Fig. 5. Oscillograms of third-order SGK currents ω/3: а – when the input voltage is turned on; б – when short-circuit. FE A phase

Экспериментальное исследование возбуждения 
СГК ω/3 в трехфазных феррорезонансных цепях. 
Теоретический анализ и результаты компьютерного 
моделирования показали, что СГК третьего порядка в 
симметричных трехфазных электроферромагнитных 
цепях могут возникать при определенных соотноше-
ниях параметров цепи и приложенного напряжения и 
ограничиваются некоторой областью существования. 
СГК ω/3 в большинстве случаев возбуждаются “жест-
ко” после коммутационных процессов и сопровожда-
ются скачкообразным изменением токов, напряжений 
и нарушением симметрии системы, создавая различ-
ные варианты сдвига фаз.

Исследования показывают, что в схемах с нулевым 
проводом СГК третьего порядка могут существовать в 
одной, двух или одновременно в трех фазах, а в схемах 
без нулевого провода в большинстве случаев – одно-
временно в трех фазах с различными вариантами сдви-
га фаз между смежными фазами. Вероятность возник-
новения СГК ω/3 в фазах с различными вариантами 
сдвига фаз в основном зависит от начальных условий, 
параметров цепи, приложенного напряжения, степени 
нелинейности ферромагнитных элементов, а также от 
условий коммутации. 

На рис. 5,а и б показаны осциллограммы кривых 
токов СГК ω/3, характеризующие процесс возбужде-
ния и протекание переходного процесса в трехфазных 
феррорезонансных цепях с последовательно соединен-
ными элементами, полученными экспериментально. 

Для получения достоверных результатов опыты 
проводились многократно при различных значениях 
параметров сети в условиях коммутации, влияющих на 
возбуждение и поддержание СГК.

Характеристики, полученные экспериментально, 
соответствуют расчетным данным и критическим зна-
чениям параметров цепи.

Выводы. В трехфазной феррорезонансной цепи 
возбуждение субгармонических колебаний и характер 
протекания переходного процесса зависят от началь-
ных условий, структуры цепи и способа соединения 

элементов и оказывают значительное влияние на ам-
плитудно-фазовые взаимодействия частот и нелиней-
ные взаимодействия отдельных фаз.

При возбуждении автоколебаний на высших и низ-
ших частотах нарушается симметрия системы, увели-
чиваются токи и напряжения в фазах, линейных и ней-
тральных проводах, а также на отдельных элементах 
цепи.
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The general theory for analysis of subharmonic oscillations at a frequency of ω/3 in three-phase 
ferroresonance circuits is presented. The occurrence and existence of ferroresonance oscillations at 
subharmonic frequencies in power transmission lines and power supply systems is highly undesirable, since 
they cause overvoltages at various frequencies. At the same time, there is an extensive class of nonlinear 
electrical circuits in which the excitation of autoparametric oscillations at the frequency of subharmonics 
forms the basis of phase-discrete frequency converting devices serving as secondary power sources. To 
study the regularities of excitation and maintaining of subharmonic oscillations at a frequency of ω/3 in 
three-phase ferroresonance circuits, theoretical and experimental studies of an equivalent model of a three-
phase circuit with nonlinear inductance were carried out. A generalized nonlinear differential equation for a 
three-phase circuit with mixed connection of its elements is derived. The steady-state mode of subharmonic 
oscillations at a frequency of ω/3 is analyzed using the small parameter (averaging) method, which made 
it possible to determine their existence domains and circuit critical parameters. A mathematical model 
and algorithm for calculating autoparametric oscillations have been developed to study the subharmonic 
oscillation excitation processes at a frequency of ω/3 in three-phase ferroresonance circuits depending 
on the initial conditions, circuit parameters and input voltage. The theoretical study results have been 
confirmed experimentally.

K e y  w o r d s: ferroresonance, self-oscillations, subharmonic, subharmonic oscillations, 
approximation, small parameters, ferromagnetic element
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