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Аналитический метод расчета параметров сверхпроводниковой
электрической машины с ферромагнитопроводом

КОВАЛЕВ К.Л., ИВАНОВ Н.С., ТУЛИНОВА Е.Е., КАДЕРОВ В.А.

Аналитическая методика расчета распределения
магнитных полей в активной зоне полностью ВТСП
электрической машины. Конструктивная схема мно�
гополюсной явнополюсной синхронной электриче�
ской машины с ВТСП обмотками на массивном
магнитомягком роторе представлена на рис. 1,а, а
на рис. 1,б показана ее расчетная схема. В общем
виде обмотка статора может иметь различную кон�
фигурацию и отличаться числом фаз, иметь скос
пазов, укорочение, распределение и т.д. Но для
аналитического решения задачи о распределении

магнитных полей в активной зоне машины обмот�
ка якоря может быть заменена эквивалентным то�
ковым слоем на диаметре расточки якоря. Данный
подход, в частности, был использован в работах
при исследовании электрических машин с объем�
ными ВТСП элементами [5, 6] и ВТСП обмотками
[7].

Известно, что при допущении постоянства от�
носительной магнитной проницаемости ферромаг�
нитных участков допустимо использовать принцип
суперпозиции полей, созданных токами обмоток

Электрические машины на основе эффекта сверхпроводимости могут найти широкое примене�
ние, так как позволяют реализовать высокие значения удельной мощности, что особенно важно
для подвижных объектов. Известны работы по созданию высокотемпературных сверхпроводнико�
вых (ВТСП) электрических машин с неподвижными и вращающимися ВТСП обмотками, униполяр�
ных машин, полностью сверхпроводниковых машин [1–3]. Исследования показывают, что для по�
лучения высокой объемной мощности необходимо применение ферромагнитных материалов в
конструкции машины [4]. Однако информация о полностью сверхпроводниковых машинах с ферро�
магнитными ярмом ротора, статора и полюсами ротора встречается в литературе в ограничен�
ном объеме. В статье рассматривается явнополюсная электрическая машина с ВТСП обмотками
на статоре и роторе и с ферромагнитным магнитопроводом. Приведена методика расчета основ�
ных параметров машины. При этом используется подход, при котором индуктивные параметры
обмотки якоря определяются на основе решения полевой задачи с распределенными параметрами,
а основной магнитный поток определяется по классической методике магнитных цепей. Данный
подход позволяет учесть анизотропию магнитных свойств ротора по осям d и q, критические па�
раметры ВТСП ленты, геометрию активной зоны и другие параметры машины.

К л ю ч е в ы е с л о в а: электрическая машина, высокотемпературная сверхпроводниковая
обмотка, ферромагнитный магнитопровод, основные параметры, удельная мощность, методика
расчета
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Рис. 1. Схемы электрической машины с ферромагнитным ротором и ВТСП обмотками: а – конструктивная; б — расчетная



возбуждения (ОВ) и якоря (ОЯ). Определение па�
раметров рассматриваемой машины проводится на
основании тех же подходов, что были изложены
авторами ранее в [7, 8].

Распределение магнитных полей в синхронной
электрической машине в установившемся режиме
может быть найдено из решения системы уравне�
ний Максвелла [7]

rotH J= , divB =0, B H=m (1)

с граничными условиями на поверхностях раздела
сред с различными магнитными проницаемостями:
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где B – магнитная индукция; Н – напряженность
магнитного поля, индексы «+» и «–» соответствуют
обозначению величин с разных сторон от границы
раздела.

При постановке задачи расчета двумерных маг�
нитных полей в дальнейшем принимаются основ�
ные допущения:

относительная магнитная проницаемость фер�
ромагнитных элементов ротора и статора mFe >>1;

используется приближение активной зоны об�
мотки статора эквивалентным токовым слоем на
радиусе Rs (рис. 1);

машина считается достаточно длинной
t/L<<1 (t – полюсное деление, L – активная дли�
на машины).

Существует ряд работ, посвященных исследова�
нию процесса проникновения магнитного поля в
ВТСП объемные элементы, определению их отно�
сительной магнитной проницаемости [5, 6]. Но
данные по аналогичным исследованиям, посвя�
щенным ВТСП лентам, приводятся в литературе в
ограниченном объеме и в основном акцентированы
на проблеме потерь в ленте на переменном токе. В
связи с этим вопрос определения магнитной про�
ницаемости катушек из ВТСП ленты остается от�
крытым. Поэтому в данной работе относительная
магнитная проницаемость областей с ВТСП обмот�
ками ротора принята равной m s =1. Однако разра�
ботанная методика позволяет учесть изменение m s
в сверхпроводящем состоянии.

Таким образом, при расчете магнитного поля в
активной зоне электрической машины можно вы�
делить следующие области, отличающиеся элек�
трическими и магнитными свойствами (использу�
ется полярная система координат):

область композитного ротора машины ( )r£ Rr :
mFe >>1 в сердечниках и m s =1 в зоне обмоток и
между полюсами;

область воздушного зазора (R Rr s< <r ):
mв.з =1;

область статора (r³ Rs ): mя >>1.
С учетом принятых допущений задача о распре�

делении двумерных стационарных магнитных по�
лей сводится к решению уравнения Пуассона отно�
сительно векторного магнитного потенциала А
(B = rotA), которое в рассматриваемом случае име�
ет вид

D DA J Rs=- -m d r0 ( )

с соответствующими граничными условиями на
поверхностях раздела сред с различными свойства�
ми. Здесь d r( )-Rs – дельта�функция; J – плот�
ность тока ОЯ; D — толщина токового слоя.

Расчёт двумерных полей, созданных обмоткой
якоря, в активной зоне синхронной машины. Исполь�
зуя решения в [8] и учитывая свойства областей, на
которые разделена активная зона, определен вид
функции векторного магнитного потенциала в воз�
душном зазоре:
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где m0 – магнитная проницаемость вакуума;
I mI wa a= /p; I a – амплитудное значение тока
фазы; p – число пар полюсов; ap, cp – неизвестные
константы; ka – обмоточный коэффициент обмот�
ки якоря; wa – число витков фазы ОЯ; Rs – радиус
расточки статора; r, j – координаты в полярной
системе.

Решение (1) в области ротора также известно
[8]:

A c p c pR p
p

p
p= +( , ) sin( ) ( , ) cos( )r j r j r j r j1 . (4)

Определение неизвестных констант в (3) и (4) в
случае явнополюсного ротора является сложной за�
дачей из�за наличия областей с различной магнит�
ной проницаемостью в азимутальном и радиальном
направлениях. Для решения задачи предложен под�
ход, заключающийся в модуляции проникновения
магнитного поля якоря в ротор с помощью экивва�
лентного токового слоя IR на его поверхности.
Принимая во внимание, что в точках сопряжения
областей с ВТСП обмотками и магнитомягкими
сердечниками зазоры малы, распределение поверх�
ностного тока ротора можно найти из решения
вспомогательных задач о распределении поля в
воздушном зазоре электрической машины с «сину�
соидальным» током статора и однородными рото�
рами с заданной магнитной проницаемостью
(mFe >>1 и m s =1). При этом суммарное магнитное
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поле в воздушном зазоре от токов статора и экви�
валентного поверхностного токового слоя ротора
будет таким же, как и для ротора с заданным m r .

Выражение для токового слоя ротора IR явля�
ется кусочно�непрерывной функцией и может
быть представлено в виде (рис. 2) [9]:
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где IRFe – амплитуда токового слоя в области фер�
ромагнитных участков ротора; IRS – амплитуда
токового слоя в области ВТСП обмотки ротора; p
– число пар полюсов; g – угол между потоком
статора и осью d ротора; b — угол полюсного рас�
крытия ротора по ферромагнитному сегменту
(рис. 1,б).

Кусочно�непрерывную функцию (5) можно
представить в виде ряда Фурье [9]:

I a kp kpR k k
k

=
=

¥
å ( sin( cos(
, , ...

j)+b j))
1 3 5

,

где k – номер гармоники.
Так как для определения главных параметров

трехфазной электрической машины обычно ис�
пользуется только первая гармоника магнитного
поля [9], то при определении функции распределе�
ния токового слоя (5) также можно ограничиться
первой гармоникой:

I J a p b pR k k= =D sin( cos(j)+ j), (6)

где a I p p dk R=
-
ò1

p
j j j

p

p
( )sin( ) ;

b I p p dk R=
-
ò1

p
j j j

p

p
( )cos( ) – коэффициенты ряда Фу�

рье.

С учетом (5) выражения для коэффициентов
Фурье будут иметь вид:
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Значения амплитуд токов IRS и IRFe могут быть
найдены из решения двух вспомогательных задач.

Задача о распределении векторного потенциала в
воздушном зазоре машины с однородным ротором с
постоянной магнитной проницаемостью mFe >>1.
Решение сводится к определению констант в (3) и
(4). Общий вид распределения токового слоя ОЯ на
поверхности статора и ротора можно представить в
виде:

I i ps m= sin( )j ; I J pR = D sin( j).

Это распределение имеет только синусную со�
ставляющую, поэтому выражение (3), которое опи�
сывает магнитное поле от токового слоя статора без
влияния ротора, также будет иметь только синус�
ную составляющую и может быть записано в виде:
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Выражение (4) для магнитного поля от токового
слоя ротора без влияния статорных обмоток будет
иметь также только синусную составляющую:

A c pr p
p= r j)sin( .

В связи с этим задача о распределении вектор�
ного потенциала в воздушном зазоре сводится к ре�
шению системы уравнений с граничными условия�
ми (2) на поверхности ротора r=Rr [7, 9]:

A
Ik

p
a

R

a R R
a

p
s
p

p p s
p

s
p

pd
m

r
r

= +
æ

è

ç
ç

ö

ø

÷
÷ +

-æ

è

ç
çç

ö
0

2

2

1 1( / )

ø

÷
÷÷
´

´ < <

= <

sin( ;

sin( ,

p R R

A c p R

r s

r p
p

r

j) r

r j) r

при

при

(9)

где I i mwm a= /p; im – амплитудное значение тока
статора; m – число фаз; wa – число витков фазы
обмотки якоря; µ0 – магнитная проницаемость ва�
куума; I – амплитудное значение тока фазы; Rs –
радиус статора; p – число пар полюсов; ap, cp – не�
известные константы.

С учетом (2) можно найти:

IR

�

Рис. 2. Развертка тока ротора на ВТСП и магнитомягких сег�
ментах
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Задача о распределении векторного потенциала в

воздушном зазоре с токовым слоем на поверхности
ротора с распределением I J p= D sin( )j . Как и в пре�
дыдущем случае, общий вид распределения токо�
вых слоев на поверхностях статора и ротора имеют
только синусные составляющие; только они будут
присутствовать в (3) и (4). Тогда задача о распреде�
лении векторного потенциала в воздушном зазоре
сводится к определению неизвестных констант в
выражениях:
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Неизвестные константы a p1 и cp1 определяются
из граничных условий на поверхности ротора:
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Подставляя (11) в (12), получаем систему алгеб�
раических уравнений для определения значений
a p1 и cp1. Решая систему, получаем явный вид не�
известных констант:
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Так как функции Ad и Ad1 одинаковы, то, при�
равняв a p и a p1, можно получить зависимости для
амплитудных значений токов на поверхности фер�
ромагнитных и ВТСП сегментов ротора:
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С учетом (14)
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Подставляя (15) в (6) и (7), получаем выраже�
ния для коэффициентов:
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Общее решение задачи о распределении вектор�
ного потенциала в воздушном зазоре с учетом (16)
и (17) будет иметь вид:
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Используя граничные условия (12) и выражение
(18), получаем значения коэффициентов:

a
m n

R
p pk

s
p1

1 1 2 2=-
-

+
p

b gsin( )cos( )

+
-

+2 1 1 1m n

R
p

n

Rs
p

s
pp

b ; (19)

b
m n

R
p pk

s
p1

1 1 2 2=
-

p
b gsin( )cos( ). (20)

На основе полученных аналитических соотно�
шений можно построить двумерные картины рас�
пределения магнитных полей в активной зоне син�
хронной машины с ВТСП обмотками на роторе и
статоре. На рис. 3 представлены примеры таких
распределений при числе пар полюсов p=3 и 5.
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Определение главных индуктивных сопротивле�
ний. Как известно, для построения характеристик
синхронной машины и определения ее выходных
параметров необходимо определить главные индук�
тивные сопротивления Xad и Xaq обмотки якоря и
ЭДС холостого хода E0 [6]. Для определения Xad и
Xaq найдем энергию магнитного поля в активной
зоне машины [6]:

W JA dV J L R A p d
V

s s= =ò ò1

2

1

2 0
0

2

d d
p

j jsin( ) , (21)

где J
mi w k

R
m a a

s
0= p

; Ls – активная длина машины; m

– число фаз; wa – число витков фазы ОЯ; ka – об�
моточный коэффициент; Rs – радиус статора; Ad
определяется из (18) с учетом (19) и (20).

После интегрирования получаем выражение для
энергии магнитного поля:

W
k i m w L R

p
a m a s s

p

=
m

p
0

2 2 2 2

2
. (22)

Энергия одной фазы ЭМ: W W m1= / . Используя

соотношения W LI1
2 2= c / , x L=w , i Im = c 2 (I c –

действующее значение тока статора), получаем яв�
ные выражения для главных индуктивных сопро�
тивлений:
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X
m L w k

p

m n
paq

s a ag
p m w

p p
b=

æ
è
ç ö

ø
÷= -

-æ

è
çç2

2
20

2 2
1 1 sin( )cos( )pp +

+
-

+
ö

ø
÷÷2 1 1

1
m n

p n
p

b , (24)

где m – число фаз; wa – число витков фазы об�
мотки якоря; w — угловая частота; µ0 – магнитная про�
ницаемость вакуума; Ls – активная длина машины; ka
– обмоточный коэффициент; p – число пар полюсов;
m l l1 1= + +( )/( )m mFe Fe ; n l ls s1 1= + +( )/( )m m .

Определение потока возбуждения. Действующее
значение ЭДС холостого хода Е0 может быть най�
дено через главный магнитный поток от ОВ при
нулевых значениях тока статора с помощью соот�
ношения [6]:

E k w fa a0 02=p F , (25)

где f – частота; F0 – главный магнитный поток.
Определение главного магнитного потока может

быть получено из закона полного тока [10]:

Hdl I k
k

=åò , (26)

где H — напряженность магнитного поля; dl — эле�
мент длины замкнутого контура L; I kå – алгеб�

раическая сумма токов, связанных с контуром L.
Учитывая, что магнитную цепь машины можно

разделить на участки и считать напряженность H
на них постоянной, на основе (26) получаем закон
Ома для магнитной цепи [10]:

F R=åF m , (27)

где Ф – магнитный поток; Rm – магнитное сопро�
тивление; F Iw= – магнитодвижущая сила (МДС)
(I – ток в обмотке; w – число витков).

Расчетная схема машины на рис. 1,б может быть
использована при построении конструктивной схе�
мы. Учитывая механические свойства современных
ВТСП лент, может быть выбрана конструкция ма�
шины с числом пазов на полюс и фазу q<1, что по�
зволит использовать катушки типа «рейстрек» на
статоре и роторе. Конструктивная схема показана
на рис. 4.

Из рис. 4 видно, что основной магнитный по�
ток, создаваемый ОВ, замыкается по таким участ�
кам магнитной цепи: сердечник полюса ротора,
полюсный наконечник, воздушный зазор, наконеч�
ник зубца статора, зубец, ярмо статора, зубец, на�
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Рис. 3. Распределение векторного магнитного потенциала:
а – р =3; б – р =5



конечник зубца статора, полюсный наконечник,
сердечник полюса ротора, ярмо ротора. При этом
все элементы конструкции выполнены из ферро�
магнитного материала. Таким образом, относитель�
ное значение магнитной проницаемости m всех
участков магнитной цепи, кроме воздушного зазо�
ра, отлично от нуля и является нелинейным.
Определение параметров нелинейных систем —

сложная задача, её решение является итерацион�
ным. Кроме того, наличие нелинейности делает
невозможным применение принципа суперпози�
ции магнитных полей. Однако большинство элек�
трических машин работает вблизи колена характе�
ристики намагничивания [10]. Это дает возмож�
ность принять некоторое значение m ферромагнит�
ных участков с учетом опыта проектирования тра�
диционных и ВТСП электрических машин.
Зная пути замыкания магнитного потока

(рис. 4), с учётом размеров машины и на основе
(27) получим уравнение для определения МДС:

F R R R Ri s p= + + + +Fd m m m md( /2 2 2 2

+ + +3 2 3 2 2R R Rpz z am m m/ / / ), (28)

где R im – магнитное сопротивление ярма ротора;
R sm – магнитное сопротивление сердечника полю�
са ОВ; R pm – магнитное сопротивление полюсного
наконечника; Rmd – магнитное сопротивление воз�
душного зазора; R pzm – магнитное сопротивление
наконечника зубца статора; R zm – магнитное со�
противление зубца статора; R am – магнитное со�
противление ярма статора; Fd – главный магнит�
ный поток машины.
Стоит отметить, что магнитный поток, прони�

зывающий зубец и его наконечник напротив одно�
го полюса ОВ, равен полному магнитному потоку в
воздушном зазоре, а напротив второго полюса ОВ
– его половине. Это связано с тем, что обмотка

якоря выполнена с числом пазов на полюс и фазу
q=0 5, .
В общем виде магнитное сопротивление участка

цепи [10]:

R l Sm mm= / ( )0 , (29)

где l – длина магнитной силовой линии; S – пло�
щадь, через которую замыкается магнитный поток;
m0 – магнитная постоянная; m – относительная
магнитная проницаемость.
Учитывая геометрические размеры участков

магнитной цепи машины, запишем выражения для
магнитных сопротивлений на этих участках:
сердечник полюса ротора

R h L Bs s s s sm m m= / ( )0 ; (30)

наконечник полюса ротора

R h Lp p p s pm m m t= / ( )0 ; (31)

воздушный зазор

R Lsmd dd m t= / ( )0 ; (32)

зубец статора

R h L Bz z z s zm m m= / ( )0 ; (33)

полюсный наконечник зубца статора

R h Lp st p st p st s p stm m m t_ _ _ _/ ( )= 0 ; (34)

ярмо статора

R L ha st a a st s a stm t m m_ _ _/ ( )= 0 ; (35)

ярмо ротора

R L ha r a r a r s a rm t m m_ _ _ _/ ( )= 0 , (36)

где hs, hp, hz, hp_st, ha_st, ha_r – значения высоты
сердечника полюса ротора, полюсного наконечни�
ка, зубца статора, полюсного наконечника статора,
ярма статора и ярма ротора соответственно; d –
размер воздушного зазора; m s , m p , mz , m p st_ ,
ma st_ , ma r_ – относительные значения магнитной
проницаемости сердечника полюса ротора полюс�
ного наконечника, зубца статора, полюсного нако�
нечника статора, ярма статора и ярма ротора; Ls –
активная длина; m0 – магнитная проницаемость
вакуума; t p , t p st_ , ta, ta r_ – полюсные деления
на диаметре полюсного наконечника ротора, по�
люсного наконечника зубца статора, среднего диа�
метра ярма статора и ротора.
Подставляя (30)–(36) в (28), получаем выраже�

ние для главного магнитного потока возбуждения:

F0 0 1 22 4= + + +( )(( ( / / )I B L h b H H Hf k s l l s pm m m d

+ + + + -3 3 4 5 6
1( / / ) / / )_ _ _H H H Hz p st a st a rm m m m ,

(37)
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Рис. 4. Конструктивная схема электрической машины с ВТСП
обмотками на статоре и роторе: 1 – наконечник зубца статора;
2 – зубец; 3 – ярмо статора; 4 – полюсный наконечник; 5 –
сердечник полюса; 6 – ярмо ротора; 7 – ВТСП катушка ОВ; 8
– ВТСП катушка ОЯ; 9 – линия основного магнитного потока



где H h Bs s1= / ; H h p p2 = / t ; H h Bz z3= / ;
H h p st p st4 = _ _/ t ; H ha a st5=t / _ ; H ha r a r6=t _ _/ ,
H d dd t= / – конструктивные коэффициенты; I f –
ток возбуждения ВТСП обмотки ротора; Bk – ши�
рина катушки ОВ; Ls – активная длина машины.

Выражение (37) позволяет определить размеры
активной зоны машины с учетом критического
значения тока ВТСП ленты, а также относительной
магнитной проницаемости участков магнитной
цепи машины.

Оценочный расчет ВТСП синхронной машины.
Наличие стального магнитопровода не позволяет
рассматриваемой машине обеспечить высокую
удельную мощность (кВт/кг), но позволяет увели�
чить объемную мощность (МВт/л). Для определе�
ния удельных параметров, используя полученные
выражения для индуктивных сопротивлений ОЯ и
магнитного потока ОВ, выполнен оценочный рас�
чет ВТСП синхронного двигателя мощностью
1 МВт со следующими исходными данными:
мощность Р2, кВт 1000

напряжение фазное U, В 1000

число фаз m 3

частота вращения n, мин�1 2500

критический ток ВТСП ленты Iсп, А 60

На первом этапе выполнен аналитический рас�
чет, получен эскиз активной зоны машины, кото�
рый использован для построения трехмерной моде�
ли и дальнейшего трехмерного конечно�элемент�
ного моделирования в программе Ansys Maxwell.
Результаты расчета ЭДС холостого хода и индук�
тивных сопротивлений по аналитическим соотно�
шениям и с помощью моделирования приведены в
таблице. Видно, что расхождение результатов не�
значительно, что позволяет использовать предло�
женную методику для определения основных пара�
метров машины на первом этапе.

Параметр
Аналитический

расчет
КЭМ

ЭДС холостого хода, В 870 938

Индуктивное сопротивление по
оси d, Ом

1,28 1,29

Индуктивное сопротивление по
оси q, Ом

1,1 1,1

В результате моделирования получено распреде�
ление магнитных полей в активной зоне машины,
уточнено значение магнитного потока возбуждения
и индуктивных сопротивлений с учетом пазового и
лобового рассеяния. Результаты расчета машины
приведены ниже (на рис. 5 показаны угловые ха�
рактеристики в двигательном режиме):
радиус расточки статора Ra, м 293

активная длина Ls, м 330

число пар полюсов p 9

высота ОВ Hf, мм 16

высота ОЯ Ha, мм 16

ЭДС холостого хода Е0, В 938

индуктивное сопротивление ОЯ по оси d, Ом 1,29

индуктивное сопротивление ОЯ по оси q, Ом 1,1

удельная мощность ¢P2, кВт/кг 2,8

объемная мощность ¢¢P2, кВт/л 22

Из рис. 5 видно, что при номинальной мощно�
сти 1000 кВт угол нагрузки меньше p/2, что озна�
чает устойчивую работу машины при данной мощ�
ности, при этом ток якоря составит 335 А.

Заключение. Разработанная методика позволяет
на первом этапе оценить главные размеры актив�
ной зоны машины. Аналитические выражения для
индуктивных сопротивлений и главного магнитно�
го потока полностью сверхпроводниковой машины
имеют простой аналитический вид, что позволяет
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проводить оптимизационные расчеты с их исполь�
зованием. Конечно�элементное моделирование по�
казало высокую точность разработанной методики.

Таким образом, предложенные подходы и полу�
ченные результаты могут служить для оценочных и
оптимизационных расчетов полностью ВТСП элек�
трической машины с увеличенной объемной мощ�
ностью.

Работа выполнена при финансовой поддержке Мини�
стерства образования и науки Российской Федерации в
рамках государственного задания (проект
№ 8.7885.2017/БЧ).
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Electrical machines in which the superconductivity effect is used can find wide applications owing to the
possibility of making them with high specific power capacity, a feature that is of special importance for
mobile systems. Works on development of high�temperature superconducting (HTSC) electrical machines
with immobile and rotating HTSC windings, unipolar machines, and fully superconducting machines are
known [1, 2, 3]. Investigations show that ferromagnetic materials must be used in the machine composition
to obtain a high volumetric power value [4]. However, only limited information about fully superconducting
machines equipped with ferromagnetic rotor and stator yokes and rotor poles is encountered in the
literature. The article considers a salient�pole electrical machine with HTSC windings on the stator and
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rotor, and with a ferromagnetic core. A procedure for calculating the machine’s main parameters is
presented. The procedure involves an approach, according to which the armature winding inductive
parameters are determined by solving a field problem with distributed parameters, and the main magnetic
flux is determined according to the classical methodology of magnetic circuits. By using this approach, it is
possible to take into account the anisotropy of the rotor magnetic properties along the d and q axes, the
HTSC tape critical parameters, active zone geometry, and other parameters of the machine.

K e y w o r d s : electrical machine, high�temperature superconducting winding, ferromagnetic core,
main parameters, specific power capacity, calculation procedure


